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UNE METHODE ITERATIVE DE RESOLUTION
D’UNE INEQUATION VARIATIONNELLE

PAR
P. L. LIONS

ABSTRACT

We prove the convergence of an iterative method to a solution of a variational
inequality.

I. Introduction

Dans ce qui suit H désigne un espace de Hilbert réel, A un opérateur
maximal monotone sur H, C un convexe fermé non vide de H.
On s’intéresse 2 I'inéquation: trouver u vérifiant

ueCnD(A), v E Au,
(v.1)

Vx eC, (v, x —u)=0

On remarque que (1.V.1) peut s’écrire:

1) ue CND(A), 0€ Au + dlc(u).

Dans ce qui suit on étudie la convergence de moyennes de I'itération:
) Xni1= Pe(I+AA) 'x, (o1 A, >0),

et Pc désigne la projection hilbertienne sur C.

Dans le paragraphe II on montre que y. = Z7Ax;/27A; converge faiblement
dans H vers u solution de (I.V.1), si ZfA; —> + oo,

Dans le paragraphe III on considére le cas particulier ot C = H et A est
impair, on montre alors que la convergence est forte.

REMARQUES.

1) L’itération (2) est trés proche de celle considérée par R. E. Bruck dans 3],
[4] et [5]):
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@) Xar1 = Po(I = AA )X,
la différence entre (2) et (2') réside dans le fait que (2) est un schéma implicite et
(2') explicite.

2) Dans le cas particulier ou C = H, l'itération (2) se réduit a I'itération de
résolvantes de A étudiée par H. Brezis et P. L. Lions [2], les résultats qui suivent
apportent donc des renseignements complémentaires sur cette itération.

I1. Convergence faible des moyennes

Dans cette section nous ferons I'hypothese essentielle que (I.V.1) est
équivalent a:
u & C,

(LV.2) {Vx eECND(A), Vy € Ax, (yv,x—-u)z0.

Remarquons que si u est solution de (I.V.1), u est solution de (1.V.2) et que la
réciproque est vraie si on suppose (par exemple) que A + 3l est maximal
monotone, ou que A est défini, hemicontinu sur C.

On note X l'ensemble (eventuellement vide) des solutions d’(I.V.1) (ou
(I.V.2)).

TuEOREME I1.1. On suppose X non vide et on se donne (A,)E I*, (A,) &' (et
A. 2 0). Soient x, € C et (x.) la suite déterminée par (2); alors en posant:

e ($a)(3)

.——YyYEX
Yo Y
DEMONSTRATION. La démonstration du Théoréme repose sur une extension du

lemme d’Opial diie 4 H. Brezis et F. E. Browder [1]:

LEMME. Soient x,, y. deux suites dans H, X un sous-ensemble non vide de H, C,,
I’enveloppe convexe fermée de \UJ,.,.{x;}. On suppose que:

) YueX, [x,—uff—pu)<+o,
jote

1) dist (y«, C"‘)T—m) 0, pour tout m,

ili) toute limite faible de sous-suite de {y.} appartient ¢ X.
Alors y, converge faiblement vers un point de X. |
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Il nous suffit donc de vérifier 1), ii), iii):
i) Comme P-(I + A,A)™' est une contraction et que

u=P-(I+AA)Y {u+Arv},
on a
(3) Yo —ulP Sz, —u—-Av=lx, —uf =200, x. —u)+ Ao~
Donc en particulier: | X, —u [ =[x, —u[f+ A%|v [
Puisque (A.) € I%, on déduit aisément i) de cette inégalité.
ii) Soit m fixé et soit k > m, alors nous avons

we(Er)(30) = (a0 S ae)($0)

-1

donc

dist (yi, Cm)g{mg1 Al |+ (ni A,—)(é A lx;f)(i Af)_l} (Z’: A,-)‘x

mais {x.} est bornée d’apres i) et (A,) & I' par I'hypothése, ii) découle donc de
I'inégalité précédente.

iii) Montrons que toute limite faible de sous-suite de {y.} appartient 2 X:
Pour cela soient £ € D(A), n € A¢, de la méme maniére que pour (3), on
obtient

(3) [Xors = EP S| xa — €+ AL - 20 (0, %0 — £);

d’ou il vient:

S

n
1

n
1

N

2Anyn—)=2e= €L p
> >

1

A

Mais alors si Yy alors bien siir y € C et de I'inégalité ci-dessus on déduit

(ny—-£6)=0, VEECND(A), Vq€EAE;
C’est a dire y est solution de (ILV.2.): y € X.

REMARQUE IL1. Dans [4] R. E. Bruck établit le résultat suivant: on suppose
que l'ensemble des solutions d’(I.V.2) est non vide, que (A.)E!I', que
EALv.[P< +o 00 A, Z0 et x,.1 = Pc{x, — A, } avec v, € Ax, alors y, —=y
solution de (I.V.2).
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Cependant 'hypothése = AZ| v, [° < + = est délicate a vérifier: essentiellement

il faut supposer: C borné, A borné sur C et (A,) € I°.
La méthode de démonstration précédente permet également d’établir le
résultat cité ci-dessus de R. E. Bruck de fagon plus rapide. |

ReMARQUE 11.2. Dans le cas particulier ou C = H, on a bien siir 'équivalence
de (I.V.1) et (1.V.2), et X = A7'0. L’itération considérée est:

Xn+1— (I + AHA )‘lx,,.
Alors d’aprés H. Brezis et P. L. Lions [2], on sait que:

si 2)\,.< +ce alors x,—>x€D(A),
si. > A2=+o0 alors x,—xEA0,
W-H

en combinant ces résultats avec le résultat précédent on voit que pour toute suite
(A.) y. converge faiblement vers y et que si 2A, = +» alors ye A7'0. W

III. Convergence forte dans le cas impair
On suppose ici que C = H.

THeEorEME II1.1. Soit A maximal monotone impair, alors si 27A, = +
(. 20),

n—t n~1 -1
zZ, = (Z A,-x,-ﬂ)(z! A}) —;VT;Z EA_IO.
DEMONSTRATION. La démonstration repose sur une technique de R. E. Bruck
[5] et plus exactement sur le lemme suivant (démontré en [5]):
LEMME. Soient (x,) une suite dans H, (A.) une suite de R., on pose z, =
ST Ax /2T AL Alors si | x, | converge, si (A\.) & 1" et si

@ fim liosup [z X0 = 5.)[ =0,

alors z, converge dans H. |

Puisque 0 € A "0, on sait d’apreés i) dans la démonstration du Théoréme I1.1
que | x, | converge (en fait | x.| | ). Il nous suffit donc, pour prouver le résultat, de
vérifier la condition (4).

Pour cela, on note
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Xn =™ Xn+1
Wy = —"/\_"—E AXni1;
n

en appliquant le fait que A est impair, on obtient:
[(ws, x;) + (w;, x:)| = [(wi, i) + (W, x;) ]
En multipliant cette inégalité par 2 A,,A;_y, il vient
2/(Ajaxy Xior — X))+ (X2~ X5, Ay X)) =

Aaafl xia P = 1 P+ Al % P =[x P

Enfin, en sommant cette inégalité pour k <i,j = n, on obtient

o Al((ErEa] e

De plus pour k fixé:

=l -]x.

M:

i - (5 )

k+1

-1
A,‘-]) = 0.

k

+
—-

Donc de (5), on déduit:
lim sup [(zn, X = x.)| S {]x F— lim| x. [*},

ce qui entraine évidemment (4). ]

RemarQUE III.1. Dans [5], R. E. Bruck montre le résultat de convergence
pour ritétation (2') sous la condition A impair et des hypothéses du type de
celles indiquées dans la Remarque I1.1. |
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