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UNE METHODE ITERATIVE DE RESOLUTION 
D'UNE INEQUATION VARIATIONNELLE 

PAR 

P. L. L I O N S  

ABSTRACT 

W e  p rove  the  c o n v e r g e n c e  of an i t e ra t ive  m e t h o d  to  a so lu t ion  of a va r i a t iona l  

inequa l i ty .  

I. Introduclion 

Darts ce qui suit H d6signe un espace de Hilbert r6el, A un op6rateur  

maximal monotone  sur H, C un convexe ferm6 non vide de H. 

On s'int6resse /l l ' in6quation: t rouver u v6rifiant 

t u E C N D ( A ) ,  v E A u ,  

(I.V.1) l V x E C ,  (v ,x-u)>=O 

On remarque  que (I.V.1) peut s'6crire: 

(1) u G C N D ( A ) ,  OEAu+OIc(u ) .  

Dans ce qui suit on 6tudie la convergence de moyennes  de l 'it6ration: 

(2) x,+, = Pc( I+A ,A) - ' x ,  (of1 A. >0) ,  

et Pc d6signe la projection hilbertienne sur C. 

Darts le paragraphe  I I  on montre  que y. = ~_,';Ajx~/~,TA i converge faiblement 

dans H vers u solution de (I.V.1), si Y.~'Aj ~ +~r 

Dans le paragraphe I I I  on consid~re le cas particulier o3 C = H et A est 

impair, on montre  alors que la convergence est forte. 

R E M A R Q U E S .  

1) L'i t6ration (2) est tr~s proche de celle consid6r6e par  R. E. Bruck darts [3], 

[41 et [51: 
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(2') x. +, = Pc (I - A,,A )x. ; 

la diff6rence entre (2) et (2') r6side dans le fait que (2) est un sch6ma implicite et 

(2') explicite. 

2) Dans le cas particulier off C = H, l'it6ration (2) se r6duit & l'it6ration de 

r6solvantes de A 6tudi6e par H. Brezis et P. L. Lions [2], les r6sultats qui suivent 

apportent donc des renseignements compl6mentaires sur cette it6ration. 

II. Convergence faible des moyennes 

Dans cette section nous ferons l'hypoth~se essentielle que (I.V.1) est 

6quivalent h: 

(I.V.2) 

u E C ,  

V x E C N D ( A ) ,  Vy ~ Ax, (y,x - u)=>0. 

Remarquons que si u est solution de (I.V.1), u est solution de (I.V.2) et que la 

r6ciproque est vraie si on suppose (par exemple) que A + OIc est maximal  

monotone, ou que A est d6fini, hemicontinu sur C. 

On note X l 'ensemble (eventuellement vide) des solutions d'(I.V.1) (ou 

(I.V.2)). 

THI~OREME II.1. On suppose X non vide et on se donne (A,)E 12, (A,)~: l ~ (et 

A, >= 0). Soient xl E C et (x , )  la suite d~termin~e par (2); alors en posant: 

j = l  

o n  a ~  

y. _ - - - ~ y E X .  

DI~MONSTRATION. La d6monstration du Th6or6me repose sur une extension du 

lemme d'Opial dfie ~ H. Brezis et F. E. Browder [1]: 

LEMME. Soient x,, y, deux suites dans H, X un sous-ensemble non vide de H, C,, 

l'enveloppe convexe [ermde de Uj=~,,{xj}. On suppose que: 

i) V u E X ,  Ix j -u l2 - - - - - -~p(u)<+oo ,  

ii) dist(yk, C,.)k-~S-~0, pour tout m, 

iii) toute timite faibte de sous-suite de {y,} appartient h X. 

Alors y, converge faiblement vers un point de X. �9 
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I1 nous suffit donc de v6rifier i), ii), iii): 

i) Comme Pc(I + A.A)-' est une contraction et que 

u = Pc( I+ A.A)-t{u + 3..v}, 

o n  a 

(3) I x ~  uf~<=tx.  - u - a .vf '= l x~  u ta -2a . (v ,x . -  u)+ a~qvl ~. 

D o n c  e n  particulier: Ix.+, - .  I ~--<lx. - .  I = + 3. 2-1v 12 
Puisque (A,)E 12, on d6duit ais6ment i) de cette in6galit6. 

ii) Soit m fix6 et soit k > m, alors nous avons 

m--I --1 

donc 

dist(yk, f m ) ~ { ~ ' 3 . i l x i [ + ( ~ ' 3 . i ) ( ~ =  3 . i l x j [ ) ( ~  3.i)-t} (,~1 k A,)- '  

mais {x.} est born6e d'apr6s i) et (3. .)~ 11 par l'hypoth~se, ii) d6coule donc de 

l'in6galit6 pr6c6dente. 

iii) Montrons que route limite faible de sous-suite de {y.} appartient & X :  

Pour cela soient ~ E D(A) ,  n ~ A~, de la m6me mani~re que pour (3), on 
obtient 

(3') 

d'ofi il vient: 

I x . + , -  r  -< Ix. - ~12+ 3. ~.1 n I ~ -  2 A .  ( n , x .  - ~); 

12' 207, Y- -~)--< +IT  
Y', 3., 

1 

Mais alors si Y"' ~--~-~-r y alors bien stir y U C et de l'in6galit6 ci-dessus on d6duit 

(7, Y - ~) --< 0, V~ E C n D (A), V n E A~ r 

c'est ~ dire y est solution de (I.V.2.): y ~ X. 

REMARQUE 11.1. Dans [4] R. E. Bruck &ablit le r6sultat suivant: on suppose 

que l 'ensemble des solutions d'(I.V.2) est non vide, que ( A , ) ~ I ' ,  que 
Z A 2. I v. 12 < + ~ off A. _-> 0 et x.+, = Pc {x. - A.v. } avec v. E Ax.  alors y. ~ y 

solution de (I.V.2). 
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Cependant  l 'hypothSse Y A ~-I v. 12 < + ~ est d61icate ~ v6rifier: essentiellement 

il faut supposer: C born& A born6 sur C et (A.) E 12. 

La m6thode de d6monstration pr6c6dente permet 6galement d'&ablir le 

r6sultat cit~ ci-dessus de R. E. Bruck de faqon plus rapide. �9 

REMAROUE 11.2. Dans le cas particulier oh C = H, on a bien stir l '6quivalence 

de (I.V.1) et (I.V.2), et X = A-x0. L'it6ration consid6r6e est: 

X,+l = (I + A.A )-1 x.. 

Alors d'apr~s H. Brezis et P. L. Lions [2], on sait que: 

si ~ ' , A , < + ~  alors x . ~ x E D ( A ) ,  

si ~'~Az.= + ~  alors x. - ' x E A - 1 0 ,  
W - H  

en combinant ces r6sultats avec le r6sultat pr6c6dent on voit que pour toute suite 

(A.) y, converge faiblement vers y et que si ZA. = + ~  alors y E A - 1 0 .  �9 

IlL Convergence forte dans le cas impair 

On suppose ici que C = H. 

THEOREME III.1. Soit A m a x i m a l  monotone  impair, alors si E~A. = +oo 

(;t. >= 0), 

Zn = AiXi+I Ai w-~ z E a - ~ o .  

DEMONSTRATION. La d6monstration repose sur une technique de R. E. Bruck 

[5] et plus exactement sur le lemme suivant (d6montr6 en [5]): 

LEMME. Soient ( x , )  une suite darts H,  (A,) une suite de R+, on pose z .  = 

E~'-1A,x,+1/E~'-IA,. Alors  si Ix.I converge, si (A . )~  l ~ et si 

(4) lim lim sup [(z,, xk - x, )[ = 0, 

alors z .  converge dans H.  �9 

Puisque 0 E A 10, on sait d'apr~s i) dans la d6monstration du Th6or6me II.1 

que Ix, I converge (en fait Ix, [ $ ). I1 nous sumt donc, pour prouver le r6sultat, de 

v6rifier la condition (4). 

Pour cela, on note 
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Xn - -  X n + l  
wn+l = - -  E m x , + l ;  

A~ 

en appliquant le fait que A est impair, on obtient: 

I(w,,x,)+ (w,, x,)l _-< [(w,, x,) + (w,, xj)]. 

En multipliant cette in6galit6 par 2)t~_l)tj_~, il vient 

21(Aj_,x,,x,_~- x, )+  (x ,_ , -  x,, x,-,x,)l-< 

~-,(Ix,-,I =- Ix, 12~+ ,~,-~{I x,-, I =-  Ix, I=~. 

Enfin, en sommant cette in6galit6 pour k < i,j < n, on obtient 

De plus pour k fix6: 

Donc de (5), on d6duit: 

lim sup I(z., xk - x,)l =< {Ixk 12- lim Ix, 12}, 
n 

ce qui entraine 6videmment (4). 

REMARQUE III.1. Dans [5], R. E. Bruck montre le r6sultat de convergence 

pour l'it6tation (2') sous la condition A impair et des hypothhses du type de 

celles indiqu~es dans la Remarque II.1. �9 
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